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旋转薄壳自由振动的精确解法
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【摘要】　提出一种计算具有齐次边界条件的旋转薄壳的特征值和特征函数的精确解法。这一方法

仍需借用数值法求解 8阶行列式所对应的频率方程。其精确意义是与用数值法求解梁的超越频率

方程而获得梁振动频率精确解意义等同的。用此方法,本文给出了两端简支 ( ss)、一端固定一端自

由 (cf)以及一端固定一端简支 (cs)柱壳的自振频率随柱壳长细比的变化,并与解析解 ( ss)、试验值

(cs)及其它方法进行了比较。

　主题词:　旋转壳体　自由振动　特征值

　分类号:　O 325

研究旋转薄壳振动特性对旋转薄壳零件的设计至关重要。较为通用的计算方法有限元法、

传递矩阵法[1 ]、梁特征函数法[2 ]。前两种方法的精度与结构的离散程度有关; 后者的精度与旋

转壳的长细比有关。工程人员在选用一种方法时希望对结果的精度心中有数。然而事实上除

了简支柱壳外,其它边界条件的柱壳乃至一般的锥壳都没有精确的解可供参考。本文提出一种

具有齐次特性边界条件的旋转壳振动特性的计算方法,目的在于给出这类旋转壳的精确解,为

工程上的近似算法提供参考。本方法仍需借用数值法求解 8阶行列式所对应的频率方程。这

里的精确意义是与用数值法求解梁的超越频率方程而获得梁振动频率精确解的意义等同的。

1　运动方程的求解
　　旋转薄壳的位移基本变量有 3个:轴向位移 u ,切向位移 v 和法向位移w。根据DONN EL

理论,可以以 u , v ,w 为未知函数建立柱壳 (或锥壳)平衡方程,这是一个高阶微分方程组。利用

旋转薄壳内力、内力矩与位移的关系还可将DONN EL 的平衡方程 (即高阶微分方程组)转化

为 8个一阶微分方程的等价形式[1 ] ,相应的 8个参数变量为 u , v ,w , ς ,N x ,M x ,Q , P。其中Q 为

切向等效剪力; P 为法向等效剪力; ς= 5w ö5x ; N x 为轴向内力;M x 为轴向弯矩。

对于旋转薄壳,其内力、位移在周向均具有周期变化特性,其解具有如下形式: u (x , Η, t) =

U (x ) co sm ΗsinΞt, v (x , Η, t) = V (x ) sinm ΗsinΞt, w (x , Η, t) = W (x ) co sm ΗsinΞt, N x (x , Η, t) = N{ x

(x ) co sm ΗsinΞt,M x (x , Η, t) = M{ x (x ) co sm ΗsinΞt, N x Η(x , Η, t) = N{ x Η(x ) sinm ΗsinΞt,M x Η(x , Η, t)

= M{ x Η(x ) sinm ΗsinΞt。其中: N x Η和M x Η分别为中面剪切力和扭矩。将上述位移和内力表达式代

入DONN EL 平衡方程或与其等价的一阶微分方程组可将问题归结为一维解析函数组的求

解,与DONN EL 平衡方程等价的一阶微分方程组成为[1 ]:

d {z }öd x = [T ]{z } (1)

　　按一般常系数线性微分方程的求解方法可设{z }= {z 0}e
Κx。代入方程组 (1)可得特征根方



程。根据平衡方程组 (1)的特性,特征根方程是一个 8次方程。尽管此特征根方程在某些情况

下可降阶为 4次,但是 4次方程仍无解析解,也就是说我们无法得到特征根的解析式。这一解

析式代表了特征根与振动频率的关系。没有这一解析式,我们就无法写出具有 8个常数的位移

(和内力)解析函数表达式,这是旋转柱壳 (也是锥壳)求解的难点所在。为此提出采用特征根方

程和频率方程的同步求解方法。将{z }= {z 0}e
Κx代入方程组 (1)得:

(Κ[ I ] - [T ]) {z 0} = {0} (2)

式中[ I ]为单位对角矩阵。从形式上看,式 (2)是一个关于矩阵[T ]的 8阶标准特征值问题,但

是由于[T ]矩阵中含有未知频率Ξ,实质上式 (2)是代表Κ和Ξ之间关系的特征根方程。如前所
述这是一个 8次方程,构成了柱壳解析解的难点。利用式 (2)的这种特性不妨先假设一个Ξ,使

式 (2)成为可解的特征值问题。解此特征值问题可得Κ的 8个根Κi ( i= 1, 2,⋯, 8)及对应的 8组

特征向量{z 0} i ( i= 1, 2,⋯, 8)。于是就能写出方程组 (1)的通解表达式:

{z } = 6
8

i= 1

C i{z 0} ie
Κix = [z 0 ]

ø
eΚix

ø
{c} (3)

式中: [z 0 ]为模态矩阵, C i ( i= 1, 2,⋯, 8)为根据边界条件确定的组合系数。

显然{z }的表达式 (3)是满足方程组 (1)的。但是{z }要成为微分方程组 (1)的解还必须满足

边界条件。希望通过选取一系列的 Ξ来达到目的。然而这样做必须解决一个问题,即如何才能

知道根据假设的 Ξ算得的通解{z }是否满足边界条件。因为在式 (3)中组合系数C i 是未知的,

它要通过边界条件来确定。而根据假设的 Ξ每算得一组{z 0} i 和 Κi,代入 (3)式,根据边界条件

都能获得一组{C }。

为了解决这个问题,来分析一下根据边界条件确定组合系数的过程。设{z
s} l 为 x = x 0 时

状态向量{z }中的已知分量构成的向量。一般{z
s} l 为四维向量;又设{z

s}R 为 x = x n 时状态向量

{z }中的已知分量构成的向量,一般{z
s}R 亦为四维向量。根据 (3)式应有:

{z s} l = [z s
0 ] l

ø
eΚix 0

ø
{c}　,　{z s}R = [z s

0 ]R

ø
eΚix n

ø
{c} (4)

式中: [z
s
0 ] l 和[z

s
0 ]R 分别为由模态矩阵[z 0 ]中对应{z

s} l 各分量的行构成的矩阵和对应{z
s}R 各

分量的行构成的矩阵。 [z
s
0 ] l 和[z

s
0 ]R 均为 4×8阶。令{z

s}=
{z s

0} l

{z s
0}R

则 (4)式可综合为

{z s} =

[z s
0 ] l

ø
eΚix 0

ø

[z s
0 ]R

ø
eΚix n

ø

{c} = [Υ(Κi) ]{c} (5)

这是一个以{c}为未知量的线性方程组,其中{z
s}为已知。解此线性方程组 (5)即可得通解组合

系数{c}。这里要注意,对于齐次边界条件有{z
s}= {0},这时要使{c}有非零解,必须满足系数

矩阵[Υ(Κi) ]奇异。而矩阵[Υ(Κi) ]中的Κi 是通过特征根方程 (2)依赖于频率 Ξ的,因此最终使矩

阵[Υ(Κi) ]奇异的 Ξ就是所要求的系统的自振频率。事实上由边界条件构成的方程: [Υ(Κi) ]{c}
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= {0},恰为微分方程组 (1)的特征值问题,而行列式û [Υ(Κi) ]û= 0正是系统的频率方程。满足

频率方程的 Ξ是系统的固有频率,而将满足特征值问题的组合系数{c}代入通解表达式 (3)就

得到了系统的特征函数 (即振型)。

综上所述,求解过程可归纳为两步: (1)每假设一个 Ξ,解特征值问题 (实质上是特征根方

程 ) (2) ,获得 Κi 和{z 0} i ( i= 1, 2,⋯, 8) ; (2)计算行列式△= û [ Υ(Κi) ]û; 使△= 0所对应的 Ξ即
是所求的自振频率。它所对应的 Κi, {z 0} i和{c}构成了特征函数 (振型) :

{z } j = 6
8

i= 1
cij {z 0} ij e

Κijx　　　　 ( j = 1, 2,⋯) (6)

上述的第一步对应于微分方程的特征根方程的求解;第二步对应于超越频率方程的求解。因此

这一方法实质上是特征根方程和频率方程的同步求解法。

2　[T ]矩阵中数值分散的处理

　　如果将状态向量中的 8个分量分为位移分量组{z d }和内力分量组{z f },即{z }=
z d

z f

,则

对应的[T ]也可分成 4块: [T ]=
T dd T df

T f d T f f

。不难发现[T df ]和[T f d ]中元素的数值相差很大,

前者与材料的弹性模量 E 成反比,后者与材料的弹性模量 E 成正比。例如对于航空发动机的

结构材料一般 E 的量纲为 1010—1011 Pa, 因此 [ T df ]和 [ T f d ]中元素的数量级就有可能相差

1020,这将大大降低特征值问题 (2)的求解精度。这一问题可利用相似矩阵的性质解决。

设{z 0}= [a ]{Y }, [a ]为可逆方阵。代入方程 (2) ,得: Κ{Y }= [a ]- 1 [T ] [a ]{Y }或 Κ{Y }=

[T a ]{Y }; [T a ]= [a ]- 1 [T ] [a ],所以[T a ]～ [T ] (T a 相似于[T ])。根据相似矩阵特征值相等的

特性,可以选取特殊的[a ],使[T a ]中的数值分布较[T ]有很大改善,然后通过求[T a ]的特征值

获得[T ]的特征值。为此令[a ]=
ad 0

0 a f

则[T a ]=
T dd a - 1

d a f T df

a - 1
f ad T f d T f f

由于 T df中元素的数值很小, T f d中元素的数值很大, 所以可设 ad = I (单位矩阵) , a f =

10p
I , p 为一适当常数。 [T a ]=

T dd 10p T df

10- p T f d T f f

,而相应的特征向量为

{z 0} =
I 0

0 10p I
{Y } =

Y d

10p Y f

3　不同边界条件柱壳的自振频率
　　为了验证计算方法和计算程序的正确性,首先对具有解析解的两端简支柱壳进行计算。

对于两端简支柱壳可以直接写出既满足位移边界条件又满足运动微分方程的位移函数

u = 6
n

6
m

A nm co s
nΠx
L

co sm ΗsinΞt　,　v = 6
n

6
m

B nm sin
nΠx
L

sinm ΗsinΞt

w = 6
n

6
m

C nm sin
nΠx
L

co sm ΗsinΞt

其中: A nm、B nm、C nm为待定常数,L 是柱壳轴向长度。将 u、v、w 代入运动方程,可导出一个 3阶

特征值问题。这个 3阶特征值问题的解 (给出特征值、固有频率)就是用以比较各种近似算法的

参考值。实际上这个 3阶特征值问题也必须借助数值运算才能求解。以下称这一方法的解为

解析解,本文介绍的方法的解为广义精确解,两种方法给出的结果示于表 1。其中m 为周波数,

911第　2　期 旋转薄壳自由振动的精确解法



n 为振动阶数, R öh= 500, Ξ= Κ E ö[ΘR 2 (1- Λ2) ]。

表 1　两端简支柱壳的自振频率

L ön·R
m = 1 m = 2 m = 4 m = 6

解析解 广义精确解 解析解 广义精确解 解析解 广义精确解 解析解 广义精确解

015

110

210

510

10

01928

01845

01573

01186

010591

01928

01845

01573

01186

010591

01862

01652

01327

010759

010206

01862

01652

01327

010759

010206

01673

01354

01124

010241

010107

01673

01354

01124

010240

0100993

01496

01204

010641

010231

010207

01496

01204

010641

010228

010205

　　如前所述,这里的解析解也是借助了数值运算得出的。因此两种结果的差别来自于解 3阶

特征值问题和解 8阶特征值问题的数值运算,而没有方法本身引起的误差。

表 2　一端固定、一端自由的柱壳自振频率 (H z)

m 方法 1 2 3 4

2

试验

Sharm a

本文

29310

31914

35217

82710

1018

95215

1894

2358

2194

3762

3635

4

试验

Sharm a

本文

1451

1466

1499

1503

1525

1510

1673

1730

1758

2045

2156

2153

6

试验

Sharm a

本文

3429

3470

3407

3476

3509

3512

3546

3587

3548

3667

3725

3726

文献[ 2 ]中给出了几种基于梁特征函数的近似

算法与试验值的比较。这里选其中一种较好的方法

(Sharm a 算法)与本论文方法比较。首先来看一下具

有试验值的算例: 一端固定、一端自由的柱壳,长L

= 502 mm ,半径 R = 6315 mm ,壁厚 h = 1163 mm ,

材料常数 E = 211×1011 Pa, Λ= 0128, Θ= 718×103

kgöm 3。其自振频率示于表 2。

根据文献[ 2 ]的分析和比较,基于梁特征函数的

近似算法的精度随周波数m 以及柱壳的有效长度

[L ö(n·R ) ]的增加而增加。下面给出两种算法计算

的一端固定一端自由的柱壳自振频率随柱壳长细比

的变化曲线 (图 1)和一端固定,一端简支柱壳自振

图 1　cf 柱壳自振频率
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频率随柱壳长细比的变化曲线 (图 2)。图 1及图 2中, - - - 本文方法,—SHRAM A 方法。柱

壳R = 50 cm , h= 215 cm , E = 211×1011 Pa, Λ= 013, Θ= 7800 kgöcm 3。

图 2　cs柱壳自振频率

从以上计算结果可看出: (1)本文提出的方法,可以给出不同边界条件的柱壳的固有频率。

由于在求解过程中无任何假设,所以解的精度与柱壳长细比无关,与周波数无关,无离散误差,

与两端简支柱壳解析解的比较说明,这的确是一种广义的精确方法。(2)对于长细比大于 5、小

于 10的柱壳,用基于梁特征函数的近似方法求解,其误差可达 10◊ ,当长细比大于 10 后,误

差减小至 2◊ 以下。

结论　给出了不同边界条件柱壳固有频率及振动模态的计算方法。从用数值法解梁的频

率超越方程而得出梁自振频率精确解的意义上说,这里提出的方法是精确方法。由于锥壳的运

动方程与柱壳的运动方程有类似的形式,最终也可写成 d{z }ödx = [ T ]{z }的形式,因此本文

提出的方法完全适用求解锥壳的振动问题。
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SHAPE OPT IM IZAT ION FOR CONTACT PROBL EM S
W ITH BOUNDARY EL EM ENT M ETHOD

Shen X iul i, W en W e idong, Gao D ep ing
(2nd D ep t. N anj ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, N anj ing　210016)

ABSTRACT　　　　A n analyt ica l m ethod of shape op t im izat ion is pu t fo rw ard fo r tw o
- dim en sional elast ic con tact p rob lem s w ith boundary elem en t m ethod. Cho ice of the design
variab les and a m ethod of shape descrip t ion, as w ell as determ inat ion of target funct ion and
rest ra in condit ion s in tw o- dim en sional elast ic con tact p rob lem s are con sidered. T he num eri2
cal examp les are carried ou t on the sen sit ivity and shape op t im aizat ion. Fu rthermo re, the
shape op t im izat ion analysis of the the fir- t ree tenonömo rt ise in an aeroengine is carried ou t.

Key W ords　Boundary elem en t m ethod　Shapes　Op tim izat ion　Con tact p rob lem s

AN EXACT SOL UT ION FOR FREE V IBRAT ION
OF TORO IDAL TH IN SHELL

L iL in
(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A new exact so lu t ion is developed w h ich enab les to determ ine the
free vib ra t ion characterist ics of to ro idal th in shell w ith homogeneou s boundary condit ion s.
Bu t the so lu t ion requ ires num erica l evaluat ion of an eigh t o rder comp lex determ inan t to find
its eigenvalues. T he resu lts are exact in the sam e sen se as the num erica l so lu t ion of the tran2
scenden ta l frequency equat ion fo r a beam yields an exact so lu t ion of its vib ra t ion frequency.
T he eigenvalues of cylindrica l shell w ith the boundary condit ion s co rresponding to simp le-
simp le suppo rt (SS) , clamped- free suppo rt (CF) and clamped- simp le suppo rt (CS) have
been calcu la ted and their dependences on the slenderness of the shell have been found ou t
yet. T he resu lts are compared w ith tho se ob ta ined by o ther invest iga to rs u sing differen t
m ethods and experim en ts.

Key W ords　Ro tary shell　F ree vib ra t ion　Characterist ic values

NUM ER ICAL ANALY SIS OF BLAD E TRANSIENT RESPONSES
TO B IRD IM PACT UND ER CENTR IFUGAL LOAD INGS

Chen W e i, Song Y ingdong, Y in J ing, Gao D ep ing
(2nd D ep t. N anj ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, N anj ing　210016)

ABSTRACT　　　　T he in tegra t ive rig id ity and the local rig id ity of b lades are en2
hanced by their cen trifugal loading, so that w hen a flying b ird impacts on the aeroengine
b lades under their ro ta t ing sta tes, the respon ses of the b lades are differen t from tho se under
the sta t ic sta tes. T he non linear t ran sien t respon ses of the b lades to the b ird impact under the
differen t cen trifugal loadings are analyzed by u sing the fin ite elem en t m ethod. T he resu lts


